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Unikursalkurven nter Ordnung sind nach Clebsch solche, deren Koordinaten 
sich als rationale Funktionen nter Ordnung eines Parameters darstellen lassen. Die 
Fundamentaleigenschaft dieser Kurven besteht darin, vom Geschlecht p = zu sein, d. h. 
die Maximalzahl von Doppelpunkten zu besitzen. Setzt man n = 3, so erhält man die 
Kurven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Die Hauptaufgabe bei der Untersuchung 
dieser Kurven würde also darin bestehen, aus der allgemeinen Parameterdarstellung die 
Existenz eines Doppelpunktes nachzuweisen. Die direkte Methode, diese Aufgaben zu 
lösen, scheint bisher nirgends durchgeführt worden zu sein, da sie, wie Clebsch, Journal 
für Mathematik, Bd. 64 S. 48 zeigt, überflüssige Faktoren in die Gleichungen liefert. In 
der Abhandlung von Rosenow: Die Kurven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, 
Breslau 1873, sind, ausgehend von der allgemeinen Parameterdarstellung und im Anschlufs 
an die Theorie der binären kubischen Formen, die Unikursalkurven dritter Ordnung 
ziemlich ausführlich behandelt. Auf S. 11 dieser Abhandlung wird zwar auf die direkte 
Methode hingewiesen; „aber man sieht, dafs sie selbst bei diesem verhältnismäfsig ein- 
fachen Beispiele zu nicht unbedeutenden algebraischen Schwierigkeiten führen würde". 
Diese direkte Methode ist nun, wie gezeigt werden soll, durchaus leicht zu behandeln 
und führt zu interessanten Ergebnissen, wobei auch die geometrische Bedeutung der ge- 
fürchteten überflüssigen Faktoren klar hervortreten wird. Aus der Parameterdarstellung 
ergiebt sich die Gleichung der Kurve in einer übersichtlichen Form, die zur Ableitung 
der Eigenschaften der Kurve noch nicht benutzt worden zu sein scheint. Besonders 
hervorzuheben ist dabei, dafs diese Gleichung die verschiedenartigsten Umformungen 
zuläfst, so dafs sie in der Form wirklich darstellbar ist, die für diese oder jene spezielle 
Aufgabe den Ausgangspunkt bilden mufs. Es ist nicht ausreichend, die Möglichkeit ein- 
zusehen, dafs die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt in einer be- 
stimmten Form erscheinen kann, sondern ausgehend von einer festen Form wird die 
betreflPende Umformung wirklich geleistet, insbesondere wird man von der allgemeinen 
Parameterdarstellung ausgehend zuletzt zu der kanonischen Form der Kurvengleichung 
gelangen, die synthetische Erzeugung der Unikursalkurven dritter Ordnung wird sich daraus 
ergeben etc. Die Tangentialgleichung der Kurve, die sich unter andern in den Vor- 
lesungen über Geometrie von Clebsch findet, giebt Anlafs zu einer neuen Reihe von 
Untersuchungen, die dort nur angedeutet sind und die auf einem bisher nicht betreten en^ 
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Wege zu den Wendepunktseigenschaften der Kurven führen, wobei die einfache Form der 
Gleichung der Wendepunktslinie hervorzuheben ist. Endlich wird die Parameterdarstellung 
verallgemeinert und es werden gewisse Systeme von Unikursalkurven dritter Ordnung 
betrachtet, wobei einige der früheren Resultate eine neue Beleuchtung erfahren. Zum 
Schlufs wird eine kurze Übersicht über gewisse spezielle Fälle gegeben, von denen der- 
jenige wohl am wichtigsten ist, der wieder zu der kanonischen Form der Kurvengleichung 
führt. Es verdient vielleicht noch bemerkt zu werden, dafs als wesentliches Hilfsmittel 
bei den Untersuchungen das System der sechs Linien verwendet wird, die zwischen vier 
Punkten möglich sind und dafs die allgemeine Darstellung der Beziehungen zwischen den 
Gleichungen dieser Linien auch für andere Untersuchungen nicht unwichtig sein dürfte. 



§ 1. Bezeichnungen. 

Die rechtwinkligen Koordinaten x und y eines Punktes seien durch einen Para- 
meter t ausgedrückt in folgender Weise: 

at^+bt' + ct + d At^+Bt'+Ct+D 

^""at« + /»t* + rt + d" ^ at'+ßt'+rt + d * 

Aus den Koeffizienten seien die Determinanten zweiter Ordnung gebildet: 
bA— Ba=(bA) = Pi (cA) = p, (dA)-p8 (cB)=-p4 (dB)=p5 (dC) = p« 



Ba— A/J = (BÄ) = qi 
/Ja — ab — ißs) -»ri 



(Ca)«q. (Da) = q3 (C/?) = q. (D/J) = q, (Dy): 
0'a) = r. (da) = rs {rh)^r, (db) = r5 (de). 






Man bilde femer folgende 4 Determinanten dritter Ordnung: 



m«=(Ab;')' 



ABC 
a b c 
a ß r 



= (Abd). 



ABD 
a b d 
a ß d 



l = (Acd). 



ACD 
a c d 
a y d 



k = (Bcd)« 



BCD 

b c d 
ß r i 



Da 



ABA 

a b a 
a ß a 



:0, so folgt Ari4-aqi + «Pi=0. Aus 



AB 

a b 
aß 



« folgt Bri + bqi + /»pi « 0. 



m läfst sich darstellen in der Form: Cri + cqi+^Pi; ö 
Man erh&lt folgendes System von Beziehungen, 
ähnlicher Weise leicht durchgeführt werden kann: 

«Pi+aqi+Ari-=0 
iJpi+bqi+Bri = 
;^Pi+cqi-l-Cri«m 
<^Pi+dqi + I>ri-=n 

rP4+cq4+Cr4 = 
/Jp4 + bq4+Br4 = 
ap4+aq4+Ar4«m 
*P4+dq4-HDr4-k 



ebenso als Dri+dqi + dpi. 
dessen vollständige Ableitung in 



«p.+aq. + Ar» = 


ap.+aq,+ Ara = 


yp,+ cq, + Cr, = 


<»Pi+dq,+Dr, = 


/»Pi-)-bq,+Br, m 


ßV»+ -— n 


<Jp.+ dq,+Dr, = l 


yp.+ 1 


j8p.+l)q,+Br.-0 


<^P.+dq.+ Dr,->0 


<^P.+ =0 


yP«+cq«+Cr,=.0 


ap.+ =n 


«P«+ =1 


m+ k 


/»P.+ =k. 
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Ferner setze man: H = mk— In; K = n' — Im; J = kn — P. 
= 0, so ergiebt sich IH— nJ+kK=0. 



= 0, so ergiebt sich nH — mJ + lK = 0. 



§ 2. Das Aufsuchen des Doppelpunktes. 
Jeder Punkt (x, y) der Kurve ist bestimmt durch die Gleichungen: 

At» + Bt' + Ct+D 





n 1 1 


Da 


mn n 




I kk 




n 1 n 


Da 


mnm 




1 kl 



II. 



at'+bt'+ct+d . 



y= 



Soll die Kurve einen Doppelpunkt besitzen, dessen Koordinaten | und f heifsen 
mögen, so muls fttr 2 verschiedene Werte von t (ti und t,) sich ergeben: 

Man bilde: 

t»(a-oÖ4-t'{b-/J?)-Ht(c-yD+d-d? 



x-J. 



y-i 



ot*+/Jt' + yt+d 
t»(A-a,)+t»(B-/Ji?) + t(0-M7) + D- 



und 



d^ 



Ersetzt man in diesen Gleichungen t durch ti, so mufs sein: x — 1 = 0; y — 9 = 0; 
ersetzt man t durch ti, so mufs ebenfalls sein x — $»0; y— ^ = 0, d. h. die kubischen 
Gleichungen für t, welche die Zähler dieser Ausdrücke bilden, müssen ti und t, als 
gemeinsame Wurzeln besitzen. Nennt man die dritten nicht gemeinsamen Wurzeln i. 
and fi, so müssen die Identitäten bestehen: 

t»(a-a?)+t'(b-/»|) + t(c-y?) + tl-<r?=(a-aQ(t-t,)(t-g(t-i) ^ 

t»(A-«9) + t'(B— /»9) + t(C-y,)+D-d9=(A-a9)(t-t.)(t-t,){t-^). 

Hieraus folgt durch Vergleiehung der Koeffizienten entsprechender Potenzen von t: 

b-/»l ** , w. , .N^ c-y? ,,,_ d-dg 



ti+t,+A 



ti+t,+i». 



a — a| 
B-tf« 



tit,.+i(t,+t,). 



txt.+^(ti-)-g 



a — aj 



tit.A = 



tiUi»- 



a — aj 
A — aij 



A — «9 A — a^ 

Aus diesen Gleichungen sind X, /», S, «j, tj, tj zn bestiounen. 

Man setze titi<=a; ti-{-tjr°^ ^^^ eliminiere X und i». Es ei^ebt sich: 



c-ri 



/»—PS , 1 c — rs 

Vi— vi ^ + v> — ^:; 

la— a| I A—tci 



fb-/f? 



rB— 



»-'{r^:+'l- 



G-n. 
A — aiy' 



u{ ^+v} = 

la — aj i a — « 

lA — a» I 



D — dy 
A — aijf 
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Hieraus folgt: 

1) (u-v«)(a-«ö-v(b-/J|) = c-y?. 

2) (u-v^)(A-.a^)-v(B-/J,) = C-yfl. 

3) u(b— j»J)+uv(a-aÖ-d— dg. 

4) u(B — j»^) + uv:(A— ai7) = D— dl?. 



n. 



Aus den beiden letzten Gleichungen kann man u und uv eliminieren. 
Man erhält : 

„ (d~dg)(A-aiy)>^(D-diy)(a->-a g) 
(b-/J?)(A-a,)-(a-a5)(B-/J,) • 

Ordnet man Zähler und Nenner nach $ und f und benutzt die Bezeichnungen 
des § 1, so ergiebt sich: 



""Pi + OiS + riij* 



Ebenso erhält man: 



UV« 



Jetzt ist also: 



P5+q6g+r6y ^ 
Pi + qiJ+riiy' 

y^ P5 + q5£+r6^ 
Ps + qsS + M 

Eliminiert man v und u— v^ aus dön beiden ersten Gleichungen, so wird mit 
Benutzung der Bezeichnung des § 1 sich ergeben : 

y^ P» + q»g + r2!y 
"" Pi + qiS+riiy' 

u-v* p^+q^s + M ^ 

Pi + qi? + ri^ 

Setzt man die beiden Werte fttr v einander gleich und benutzt in u— v* den 
zweiten Wert für v, so erhält man für die Koordinaten ^, fj des Doppelpunktes die 
Gleichungen: 

(Pt+qi5+r,i|f)(pg+q85+i'8V)==(Pi+qiS+riilf)(P5+q6S + r6J7). 
{p8+P4 + 5(qs+q4) + 9(r8 + r4)}(Pi + qi? + rifl) = (P>+q«S+r>i7)*. 

Diese Gleichungen stellen 2 Kegelschnitte dar, deren Durchschnittspunkte genau 
zu untersuchen sind, um zu entscheiden, wie viele der 4 vorhandenen Schnittpunkte 
Doppelpunkte der Gs liefern. 

In der Folge soll, wo kein Mifsverständnis zu befürchten ist, Pi+qi^+i*!? ab- 
kürzend durch pi bezeichnet werden. Die Gleichungen der Kegelschnitte lauten alsdann: 

PsPs = PiP6 und (ps + Pi) Pi = Ps'. 

Aus den Gleichungen ist ersichtlich, dafs sie beide erfüllt werden, wenn pi = 
und P8 = 0, d. h. der Schnittpunkt der beiden Geraden Pi + qiX + riy = und 
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Pa + Qs^ + 1*97 » ist ein gemeinsamer Punkt der beiden Kegelschnitte. Nach § 1. 1 
hat man: 

aPi+aQi+Ari = 0; ap8+aqj+Ar8«=0; apg+aqs+Ar8 = 0* 

Die drei Geraden Pi, Pi, p» schneiden sich also in einem Ponkte, dessen Koordinaten 

a A 

x = — ; y = — sind. Dieser Punkt, er möge in der Folge durch (123) bezeichnet werden, 
a cc 

liegt, wie es sein mufs, auch auf der Cs; es ist, wie unmittelbar zu ersehen, derjenige 
Punkt, welcher dem Parameterwerte t «= c» entspricht. Für diesen Punkt werden also 
u = oo, V = oo. Er ist kein Doppelpunkt der Cs. 

Dies zeigt genauer die folgende Betrachtung, die auch ersichtlich machen soll, 
warum überhaupt die übei^üssige Lösung t»oo in das Problem, den Doppelpunkt aufzu- 
suchen, hineinkommt. Bedeuten ^, ff die Koordinaten eines einfachen Kunrenpunktes, der 
dem Parameterwert t = ti entspricht, so ist nach den Gleichungen I dieses Paragraphen : 

t»(a— a5) + f{b-/J5) + ...=(a-«5)(t-ti)(t-g(t-A). 
f{A-«i,) + f(B-/Ji?) + ...=(A-aii)(t— ti)(t-ts)(t-f*). 

Die beiden kubischen Gleichungen haben nur eine gemeinsame Wurzel ti. Die 
Gleichungen II werden, wenn man setzt tit,=«u; tjt«=»Ui; ti+ts = v; ti + tg^Vi: 

(u_v^)(a-alf)-v(b-/J|) = c-y5 

(ni—Yi'){A-afi)—v,{B—ßfi)^C—rn 
n(b-i»J)+uv(a— a5)-d— d? 
Ui(B-^^) + UiVi(A— ai7) = D— d^. 

Diese Gleichungen gehen in das System II über, für u = Ui; v = Vi. Ist ti«=oo, 
so wird aber u = Ui = cx) und v«=Vi = oo. Also wird das System II für diese Werte von 
u und V erfüllt, obgleich t^ ungleich U ist. Die Lösung des Systems II mufs also um- 
gekehrt notwendig zu dem Werte ti » oo führen, der die einzige gemeinsame Wurzel der 
Gleichungen I ist, also keinen Doppelpunkt der Qs liefert. 

Der Doppelpunkt mufs also einer der weiteren Schnittpunkte der Kegelschnitte: 

Pl(P8 + P4) = P«^ P«Ps=PiP5 

sein. In diesen Gleichungen repräsentiert pi eine gerade Linie. Die weitere Unter- 
suchung dieser Kegelschnitte erfordert die genaue Kenntnis des Systems der Linien pi. 



§ 3. Das Fundamentalsystem der Linien p. 

a A 

Die Linie Pi + qiX + riy=0 ist die Verbindungslinie der Punkte x= — ', y= — 

cc ' a 

und x=— , y=-^, denn nach den Gleichungen I des § 1 ist: 

P P ' 

aPi + aqi + Ari=0, /Jpi+bqi + Bri=0» 
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a A 

Ebenso ist P8 + q2X + r2y=0 die Verbindungslinie der Punkte x= — , y= — ; 

a a 

C C 

x= — , y = — , wie aus ap8 + aq8+Ar««=0 und ypi + cq2+Cr9=0 zu ersehen ist. 

Man findet so: 

a A 

Im Punkte x= — , y= — schneiden sich die 3 Geraden Pi, p«, Ps; er kann 
a OL 

bezeichnet werden als (123). 

h TK 

Im Punkte x=-^, y=-^ schneiden sich die 3 Geraden pi, p*, p»; er kann 
p p 

bezeichnet werden als (145). 

c C 

Im Punkte x = — , y= — schneiden sich die 3 Geraden ps, p*, p«; er kann 

bezeichnet werden als (246). 

Im Punkte x=-^, y=-^ schneiden sich die 3 Geraden p», Ps, Pe; er kann 
bezeichnet werden als (856). 

Die Linien p sind also die 6 Geraden, welche zwischen den 4 genannten Punkten 
möglich sind; sie bilden ein vollständiges Viereck. 

Von den so bestimmten Punkten 



3k ß 



liegen (123) und (356) auf der C«. Erste- 
rer gehört zum Parameterwert t=cxD, 
letzterer zu t=0. 

Die Gleichungen der 6 Linien p sind 
jedoch nicht von einander unabhängig. 
Es existieren zwischen ihnen 4 identische 
Relationen, die jetzt abgeleitet werden 
sollen. Die Linie ps geht durch den 
Schnittpunkt von pi und ps, folglich mufs 
Pa linear durch pi und p» ausdrückbar 
sein, d. h. es mufs sein : 

Apj=/»Pi-f-vps. 

Die Gröfsen A, /i*, v sind zu bestimmen, da ja durch die 4 Fundamentalpunkte 
die Linien selbst eindeutig bestimmt sind. Setzt man in diese Gleichung, wo 

Pi=rpi+qjx + riy ist, x=-T-, y=-x> so wird nach § 1, I: 




/J 



r 



— Am= — vn. 



Setzt man x=-r, y=-T> so wird il=f*n. Es ist also — = — und —=-7-, d.h. man 

hat: il=^n; v=^m; f*=^l, wo q einen konstanten Faktor bezeichnet. Die gesuchte 
Identität wird also np,=lpi+nip8. 

Ebenso mufs sich p« linear durch pi und pe; p« linear durch ps und p« und p« 
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linear durch p, und p« ausdrücken lassen. Es bietet keine Schwierigkeit, mit Hilfe der 
Gleichungen § 1 I diese Identitäten abzuleiten. Man erhält: 

np,=lpi4-mps 

np4=kpi+mp5 jjj 

np6=IP6--kps 

lp,=kp, + mpe. 

Aus den ersten 3 Gleichungen läfst sich die letzte auch direkt ableiten. Ersetzt 
man nämlich in der letzten Gleichung ps, p«, pe durch ihre Werte aus den drei ersten 
Gleichungen, so ergiebt sich eine identische Gleichung. 

Es existiert zwischen den 6 Gleichungen der Linien p noch eine quadratische 
Beziehung, die später von Wichtigkeit sein wird und daher jetzt abgeleitet werden soll. 
Jeder Kegelschnitt durch die 4 Fundamentalpunkte läfst sich in der Form darstellen: 
^P9Pö+MP8P4. Das Linienpaar pip« bildet aber einen solchen Kegelschnitt, also mufs 
die Identität bestehen: 

»'PiP«=ip8P»+f*P8P4. 

Um Py il, fi zu bestimmen, ersetze man in nilpsP6 + ii/>*P8P4 die Gröfsen npi und 
np4 durch ihre den Gleichungen III entnommenen Werte. Es ergiebt sich: 

^P6(lpi + nip8)+/»p8(kp,+mp5) oder 

PiUlP5 + f*kp8} + mpsP5(i+/»). 

Damit dies die Form pip« annimmt, mufs sein il + M=0; >l=l; ^^= — 1. 
Man erhält also np,p5— np8P4^npiP« oder 

PiP6=P«P5— PsP*. IV. 

Es mag bemerkt werden, dafs die hier aufgestellten Identitäten zwischen den 
6 Gleichungen Pi + 4i^ + ny=0 ganz allgemein gelten, unabhängig von den Beziehungen 
zu der Cs. Da die a, A, a etc. beliebig gegebene Gröfsen sind, so sind durch sie die 
4 Fundamentalpunkte bestimmt und zwischen den Gleichungen der 6 Verbindungslinien 
bestehen die Relationen lU und IV. Um den Doppelpunkt der Cs zu finden, genügt die 
Kenntnis der Relationen np8=lpi + mp8 und np4=kp, + mp6- Für das Folgende ist 
jedoch das vollständige System der Beziehungen III und IV erforderlich. 

§ 4. Der Doppelpunkt als Schnittpunkt zweier Kegelschnitte. 

Nach diesen Vorbereitungen werde die Untersuchung der Schnittpunkte der Kegel- 
schnitte Pi(P8 + P4)=P2* und P8P8=PiPft wieder aufgenommen. Der erste Kegelschnitt 
hat, wie aus der Form der Gleichung unmittelbar ersichtlich, pi und Pa+P« zu Tangenten 
und pa zur Berührungssehne. In der Gleichung des zweiten Kegelschnittes setze man 
np,=lpi + mp8. Alsdann läfst sich die Gleichung auf die Form bringen: 

mp8'=Pi(np5~lp8), 
d. h. dieser Kegelschnitt hat ebenfalls im Punkte (123) Pi zur Tangente. Sie können 

I. Stidt. ReAlMkala. 18M. 2 i-c^T^o 
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also nur noch zwei weitere Punkte gemeinsam haben. Es sei Si=pi(p3+p4) — ps* und 
Sj=PjP8— piPfi. Man bilde Si— iSji=pi(ps + P4 — -ips)— PsCPa+^Ps). 

Si — ASa stellt einen Kegelschnitt dar, der durch die gemeinsamen Punkte von 
Si und Sa hindurchgeht. Da pi eine gemeinsame Tangente von Si und S9 ist, so mufs 
Si— AS, in der Form pi-P darstellbar sein, wo P = die Gleichung derjenigen Linie ist, 
welche die weiteren Schnittpunkte von Si und S, enthält. 

Nimmt man X= , so wird, weil np,— mp8=lpi ist: 

1 



Si— AS,=pi{ps+p4— ~-P5-yP«) 



m k 
Es ist aber p4 p5 = — pi nach den Gleichungen III. Also wird: 



Si— AS,=pi{ps+— Pi--jP"}' 



Die Gleichung der Linie, welche die gesuchten Schnittpunkte enthält, lautet also 
nps+kpi— lp,=0. Diese Linie geht, wie die Gleichung zeigt, durch (123). Also haben 
Si und Sa in (123) drei Punkte gemeinsam. Der vierte Schnittpunkt dieser Kegelschnitte 
ist der gesuchte Doppelpunkt Da der Punkt (123) bei reellen Koeffizienten stets reell 
ist, so murs auch der Doppelpunkt ein reeller Punkt sein, denn sind drei Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte reell, so ist es auch der vierte. Weitere Beziehungen des Doppel- 
punktes zu dem Fundamentalsystem ergeben sich aus der Gleichung der Cs, die sich 
leicht in Gestalt einer Determinante dritter Ordnung darstellen läfst. 

§ 5. Die Gleichung der C^ 

Um die Gleichung der G» zu finden, hat man aus: 

_ at»+bt'.+ct+d ^ _ At» + Bt^ + Ct+D 

^ at'+ßt'+yt + d' ^ at'+ßt' + rt + d 

den Parameter t zu eliminieren. Diese Elimination werde nach der Methode von B^zout 
vorgenommen, die sich für derartige Eliminationen wohl am meisten empfehlen dürfte, 
schon darum, weil sie das Resultat in Gestalt einer Determinante ohne überflüssige 
Glieder, d. h. solcher, welche Null sind, liefert'). Die obigen Gleichungen können 
geschrieben werden: 

t«(a— ax) + t'(b-/3x) + t(c— yx) + d-dx = 1. 

t«(A~ay) + t»(B-iJy) + t(C-yy) + D-<»y = 0. 2. 

Man multipliziere 1. mit A — ay und 2. mit a— ax und subtrahiere. Man erhält: 

t'{(b-iJx)(A-ay)-(B--/Jy)(a~ax)}+t{(c-rx)(A-ay)-(C-yy)(a-ax)} 

+ (d-dx)(A-ay) — (D-dy)(a— ax)=0. 



^) Salmon: Yorlesungen über die Algebra der linearen Transformationen, 2. Anfl. S. 96. 
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Mit Anwendung der Bezeichnung des § 1 wird diese Gleichung: 

tMPi + qiX+riy}+t{p,+qj|X+rsy}+p8+q8X+r8y = 0. 3. 

Multipliziert man 1. mit t(A— ay) + B — /?y und 2. mit t(a — ax) + h— /Jx und 
subtrahiert, so erhält man nach Anwendung der Bezeichnung des § 1: 

t'{Pa+q2X+r,y}+t{p8 + P4+x(q8+q4)4-y(rs + r4)}+P6+q6X+r6y=0. 4. 

Multipliziert man 1. mit t'(A— ay) + t(B — /Jy)+C — yy ^^^ 2. mit t'(a— ax) 
+t(b— /Sx) + c— yx, so erhält man durch Subtraktion: 

tMp»+q8X + rsy} + t(P6 + q5X + r5y)+P6+q6x + r6y=0. 5. 

Aus 3. 4. 5. kann man t', t\ t^ linear eliminieren und erhält die gesuchte 
Gleichung in der Form: 



Pi + qiX + riy P8 + q2X + rjy Ps + qsX+fsy 

p,+q,x + ray P8+P44-x(q« + q4)+y(r8 + r4) Pj + qsX + röJ 
P8+q8x4-r8y Pfi + qsx + rjy Pe+qeX + rey 



=0. VI. 



Aus dieser Gleichung ist sofort ersichtlich, dafs der Punkt (123), für den 
Pi + qiX + riy; P2 + q8X + r2y; Ps+qaX + rsy zugleich verschwinden, ein Punkt der Cg ist; 
ebenso auch (356), für den p8 + q8X + -., P6 + q6X + ...» Pe+... zugleich verschwinden. 

In der Folge werde pi + qiX + riy durch pi abkürzend bezeichnet. Alsdann 
lautet die Determinante nach den Elementen der letzten Vertikalreihe entwickelt: 

P8{P8P6— P8(P8+P4)} — PöIPiP« — PtP8} + P«{Pl(P8 + P4)— P.'}=0. 

. Die Koordinaten des Doppelpunktes erfüllen diese Gleichung. Aufserdem weifs 
man aber, dafs die Koordinaten dieses Punktes die Gleichungen: 

PiPs— P8P8=0 und Pi(p8-t-P4)-P8'=0 

erfüllen. Es gilt also für die Koordinaten des Doppelpunktes auch die Gleichung: 

S8 = P8P6 — P8(P8 + P4)=0. 

Diese Gleichung kann durch IV umgeformt werden. Sie lautet alsdann: 

S8=PlP8-P8'=0. 

Dieser Kegelschnitt hat pi und p« zu Tangenten und p« als zugehörige Berührungs- 
sehne. Entwickelt man jetzt die obige Determinante nach den Elementen der zweiten 
Vertikalreihe, so ergiebt sich: 

P8{P2P6-P8P6} — {P8+P4){PlP8-P8'}+P6{PlP6 — P2P8} = 0. 

Setzt man die Koordinaten des Doppelpunktes in diese Gleichung ein, so folgt, 
da PiP6 — P8* und PiPs— P2P8 einzeln Null werden, dafs auch PiPe — P8P6=0 ist für die 
Koordinaten des Doppelpunktes. Entwickelt man endlich die Determinante der Kurven- 
gleichung nach den Elementen der ersten Vertikalreihe, so ersieht man, dafs die Koordi- 
naten des Doppelpunktes der Gleichung P6(Ps + P4)— P6'=0 genügen müssen. Man hat 
demnach folgendes allgemeine Resultat: 
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„Stellt man die Gleichung einer Unikursalkurve dritter Ordnung durch die De- 
terminante VI dar, so repräsentieren die Unterdeterminanten zweiter Ordnung Kegel- 
schnitte, die sich sämtlich im Doppelpunkt schneiden." 

Es giebt 5 solcher Kegelschnitte, nämlich: 

Si=Pi(P8+P4)— Ps' 

S2=P8Ps — PlPö 

S, = P8P5 — P8(P8 + Pi) = PlPc — P»'. VII. 

S5=P2P6— PsPö 

S6=P6(P8 + P4) — P5*- 

Man kann umgekehrt leicht zeigen, dafs, wenn die Koordinaten $, 17 eines Punktes 
den 5 obigen Gleichungen genügen, dieser ein Doppelpunkt der durch die Gleichung VI 
dargestellten 0$ ist. Transformiert man nämlich die Gleichung so, dafs $, ^ Anfangs- 
punkt eines neuen Koordinatensystems wird, dessen Azen den alten parallel sind, so hat 
man in VI zu setzen: 

x=Xi-|-?; y=yi + i,. 

Die neue Determinante läfst sich zerlegen, so dafs man die Gleichung erhält: 

Xi'Ai-fXx^yiA,+Xiyx'As+yi»A4+Xi'Bi + XiyiB, + yi^Bs + XiCi+yiC» + Di=0. 

Die A, B, C, D sind sämtlich Summen von Determinanten dritter Ordnung, von 
denen hier nur interessieren Ci, Ca, Di. Ihre Werte sind: 

qi P8 + q«?+r8i7 P8 + q8?+r,i? Pi + qiS+ri^ q^ P8 + .... 

Ci= q« P8 + P4 + ?(q8 + q4) + 7(r3+r4) Ps + qs^ + rs^ + P2 + .... q8 + q4 P6 + .... 

q» P5 + q6?+r5^ Pe + qeJ+r«^ P8 + .... qs P6+...- 

Pi + qi5 + ri^ P8 + .... q8 

+ P2+.... P8 + P4 + .... qs 

P8 + .... Pö + .... qe 

C2 ergiebt sich, wenn die Vertikalreihen der q durch die entsprechenden der r 
ersetzt werden. 

Pi + qi5 + rifl P2 + q25 + r,i7 P8 + qs? + r87 

Di= P2+.... P8 + P4 + .... P5 + .... 

P8+.... P5+---- P6 + .... 

Sind für J und tj die Gleichungen S=0 erfüllt, welche ja als ünterdeterminanten 
in den weiteren Entwicklungen von Ci, Ct, Di auftreten, so wird Ci'-=C2=Di=0. Die 
Gleichung der Kurve enthält also nur noch kubische und quadratische Glieder in Xi 
und yi. Sie stellt also eine Cs dar, die den Anfangspunkt (Xi=0; yi=0) als Doppel- 
punkt besitzt. 

§ 6. Die fünf Kegelschnitte S. 

Von den 5 Kegelschnitten S, deren Gleichungen unter VII gegeben sind, ist 
bekannt, dafs sie einen gemeinsamen Punkt haben, nämlich den Doppelpunkt der C3. Es 
kommt noch darauf an, ihr gegenseitiges Verhalten und ihre weiteren Beziehungen zu 
der Cs zu erörtern. 
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Die Kegelschnitte Si und Se, ebenso Ss und S5, entsprechen sich insofern, als 
das, was von einem in Bezug auf den Punkt (123) gilt, für den andern in Bezug auf den 
Punkt (356) richtig ist 

Si und Se haben Ps+p« zur gemeinsamen Tangente. Si hat in (123) die 
Tangente pr, S« hat in (356) die Tangente Pe- 2^ -^2^ 

Sa liefs sich auf die Form bringen mp8*=pi(np6~lps). 

S5 läfst sich, wenn man setzt Ip5=np6+kp8, auf die Form bringen kp8*=pe(lp8— np»). 

Beide Kegelschnitte gehen durch (123) und (356). Sa hat in (123) pi zur Tangente; 
Sg hat in (356) pe zur Tangente. Aufserdem gehen beide Kurven, wie aus der ursprüng- 
lichen Form ersichtlich, durch (25). Die Verbindungslinie von (25) mit dem Doppelpunkt und 
die Linie ps sind also gemeinsame Sehnen. Bildet man Sg— iSB=p2P8— PiPs — ^^(PaPe— PsPs) 
und setzt nach III: 



jl 
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Die Gleichung der Linie (25), Doppelpunkt lautet also: p8(l*— nk) + p6(ml— n^)=0 
oder mit Benutzung der Bezeichnung des § 1 : 

p,J + p,K=0. 

Die Kegelschnitte Si und Sa berührten sich, wie in § 4 gezeigt, in (123) drei- 
punktig. Ebenso läfst sich zeigen, dafs sich S5 und S« in (356) dreipunktig berühren. 
Da man durch die zugehörige Ableitung die Gleichung der Linie erhält, welche (356) mit 
dem Doppelpunkt verbindet, so mag sie hier durchgeführt werden. Man bilde: 

S«+iS5=P6(P8 + Pi)~P6'— ^P8P6+^P2P6=P«(PS+P4 + ^P2)-P5(P5 + ^P8). 

k n 

Man setze ^= — ^, so wird P5+>lp«=-^P6 (nach III). 

Se + AS5 = YP6(lp8 + lp4 — kpa— np5) = yP6(lp8+mp6— nps), da Ip4-kp8=mpe. 
Also lautet die Gleichung der Linie (356), Doppelpunkt: 

Ips+mpe— np5=0. 

Es läfst sich ferner in ähnlicher Weise mit Benutzung der Gleichungen III 
zeigen, daüs Si und S5 die Linie p« als gemeinsame Sehne besitzen. Dieselbe Linie ist 
auch gemeinsame Sehne von S« und Se. 

Jeder der 5 Kegelschnitte geht durch den Doppelpunkt der Cg; er hat also in 
diesem Punkte 2 Punkte mit der C^ gemeinsam, es bleiben noch 4 andere Schnitt- 
punkte, da eine Gs und ein Kegelschnitt 6 Punkte gemeinsam haben. Ss hat mit der C» die 
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Punkte (123), (356) and den Doppelpunkt gemeinsam. Um die Schnittpunkte beider 
Kurven genauer festzustellen, entwickle man die Gleichung VI nach ünterdeterminanten 
der ersten Vertikalreihe und berücksichtige, dafs ps^— PiP6^P8(P8+P4) — PsPö=0 ist. 
Man erhält: 

Pl{P6(P8 + P4) — Ps'} — PsCPiPe — PsP6) = 0. 

Da PiPe(P8 + P4)=P8*(P8+P4)=P«P8P6 ist, SO gilt für die Schnittpunkte die 
Gleichung: 

2P8P8P6 - PlPs' ~P8'P6 = 0. 

Setzt man Ip6=np«+kp8 und np»=lpi + nip8 und weiter dann P8'=PiP6j so 
erhält man aus obiger Gleichung: 

PiP6(Ppi + K'P8 + 2p»JK)=0. 

Die Schnittpunkte beider Kurven liegen also auf drei geraden Linien pi, Po und 
J'Pi+K'p6+2JKp8. Da Pi in (123) S» berührt, also 2 Schnittpunkte zusammenfallen, 
80 mufs Ss in (123) die Cs berühren, ebenso auch in (356). Es folgt daraus noch, was 
sich im Folgenden bestätigen wird, dafs pi und pe Tangenten an die Gs sind. Da im 
Doppelpunkt 2 Schnittpunkte von Ss und Ob zusammenfallen, so mufs 

J'Pi+K»p8+2JKp8=0 

die Gleichung der Tangente an Ss im Doppelpunkt sein. 

Um die Schnittpunkte von Si mit der Gs aufzufinden, berücksichtige man Folgendes: 

1) Die Gleichung der Verbindungslinie des Doppelpunktes mit (123) lautete 

nach §4 nps+ kpi— lps=0. Man setze Ps= — (npa— Ipi) und erhält 

die Gleichung in der Gestalt — (Hpi + Kps)=0. 

2) Man drücke ps durch P8+P41 Pi und ps aus. Die Gleichungen III er- 
geben: mpö = np4— kpi = n(p4 + ps) — kpi — nps. Setzt man wieder 

P8= — (npi— Ipi), so wird, wenn Ps + P« für diese Rechnung gleich p 

gesetzt wird: 

m*ps xz= mnp — n'ps — Hpi. 

Si lautet jetzt einfach PiP — p«'=0. 

Man entwickle VI nach Unterdeterminanten der letzten Vertikalreihe und 
berücksichtige, dafs Si = ist für die Schnittpunkte von Si und Gs- Man erhält für 
diese Punkte alsdann die Gleichung: 

2piftP6— P8"p -'PiP5" = 0. 

Diese Gleichung multipliziere man mit m* und setze die obigen Werte von m^Ps 
und ps ein, so erhält man, wenn man pip = p,^ benutzt, nach einigen Rechnungen 
das Resultat: 

-p,(Hp, + Kps)»=0. 

Die Schnittpunkte liegen also auf pi und auf Hpi + Kps. Da pi, wie bekannt, 
Si berührt, so fallen in (123) 2 Schnittpunkte beider Kurven zusammen, pi ist, wie 
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diese RechnuDg ebenfalls ergiebt, Tangente an die Gs. Die übrigen Schnittpunkte liegen 
doppelt auf Hpi + Kpa, da in obiger Gleichung (Hpi + Kpa)' vorkommt. Hpi + Kpj=0 ist 
aber, wie unter 1) abgeleitet, die Gleichung der Verbindungslinie des Doppelpunktes mit 
(123). Demnach fallen 2 weitere Schnittpunkte in (123) und 2, wie es sein mufs, in den 
Doppelpunkt. Si berührt also die Ca in (123) vierpunktig. 

Ganz ähnlich läfst sich zeigen, dafs Se in (356) die G, vierpunktig berührt. 

Es sind endlich noch die Schnittpunkte von Ss mit der Gs genauer zu unter- 
suchen. Folgendes sei vorausgeschickt. In der Gleichung der Verbindungslinie von (123) 

mit dem Doppelpunkt setze man ps= — (Ipi + mps), sie nimmt die Form an: 

nps + kpi— — pi — ^-Ps oder — (Kps + Jpi). 

S,=0 giebt für diese Rechnung pjP8=PiP5- Man löse VI nach Unterdetermi- 
nanten der zweiten Vertikalreihe auf und berücksichtige, dafs P8P8~-PiP5 = ist. Man 
erhält für die Schnittpunkte von C» und Ss die Relation: 

(P8 + P4)(P6Pl— P8*)+P«(P8P6— PsP6) = 0. 

Man drücke mit Hilfe der Gleichungen III p«, ps, ps durch pi, p», Pe aus. Zur 
Vermeidung von Nennern multipliziere man mit kn. Man findet nach einigen Rechnungen 
für die Koordinaten der Schnittpunkte die Relation: 

(P6Pi-P8')(Kp8 + Jpi)=0. 

Die Schnittpunkte von Ca und S, liegen also entweder auf Ss = oder auf 
Kp8 + Jpi=0. Letztere Gleichung gehört, wie abgeleitet, zur Verbindungslinie des Doppel- 
punktes mit (123). Hiermit sind 2 Schnittpunkte gefunden, nämlich (123) und der Doppel- 
punkt als einfache Punkte. Die Schnittpunkte von Sa und Ss sind aber bekannt, es sind 
(356) und der Doppelpunkt als einfache Punkte und (123) als ein zweifacher Punkt. Der 
Kegelschnitt S, hat also in (123) mit der Gs 3 Punkte gemeinsam, im Doppelpunkt 2 und 
in (356) einen Funkt. Ebenso ist zu zeigen, dafs Ss in (356) mit der Gs eine dreipunktige 
Berührung hat. 

Die 5 Kegelschnitte S können also nach ihrem Verhalten zu der Gs auch so 
definiert werden: 

Si ist derjenige Kegelschnitt, der durch den Doppelpunkt geht und die Gs in (123) 

vierpunktig berührt. 
Ss ist derjenige Kegelschnitt, der durch den Doppelpunkt geht und die Cs in (123) 

dreipunktig berührt und (356) mit ihr gemeinsam hat. 
Ss ist derjenige Kegelschnitt, der durch den Doppelpunkt geht und die Gs in (123) 

und (356) zweipunktig berührt. 
Ss ist derjenige Kegelschnitt, der durch den Doppelpunkt geht und die Gs in (356) 

dreipunktig berührt und durch (123) geht. 
Ss ist derjenige Kegelschnitt, der durch den Doppelpunkt geht und die Cs in (356) 

vierpunktig berührt. 
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§ 7. Die Schnittpunkte einer Geraden mit der C». 

Um die Parameterwerte der Schnittpunkte- einer Geraden mit der Kurve zu 
finden, setze man in die Gleichung der Geraden Ax + fty+Ä=0 für x und y die Werte: 

^ at* + bt' + ct + d , At'+Bt^+Ct + D 

^ «t'+Z^t' + yt+d ' ^"" at^ + Z^t'+yt+d * 

Man erhält eine kubische Gleichung für t, welche die gesuchten Parameterwerte 
liefert. Diese Betrachtung kann man zum Ausgangspunkt der Untersuchung der C» 
machen, wie es z. B. geschehen ist in der erwähnten Abhandlung von Rosenow*). Dieser 
Gegenstand kann deshalb hier kürzer behandelt werden. Man stelle zuerst die Schnitt- 
punkte der 6 Linien p mit der Gg fest, dazu berücksichtige man das System der 
Gleichungen I. 

Man setze die obigen Werte von x und y in Pi+qiX + riy=0 ein und erhält: 
t'-0 + t**0 + mt+n=t. Diese Gleichung bat die Doppelwurzel t=oo. pi ist also eine. 
Tangente an die Cs. Der dritte Schnittpunkt ist bestimmt durch den' Parameter- 
wert t= 

m 

Setzt man obige Wertein p8+qjX+r2y=0 ein, so erhält man: t*-0— t*m+t-0+l=0. 

Man erhält die Parameterwerte der Schnittpunkte ti=oo; t2=+y — ; t8= — |/ — 
Für die Parameterwerte der Schnittpunkte von P8 + q8X + r8y=0 mit der Cs findet 

man die Gleichung: t*-0 — nt* — lt + 0=0, also ti=oo, ta=0, t8= 

Für die Parameterwerte der Schnittpunkte von p* ergiebt sich: t'm+kt=0; 



— -n. 



wo «' = 1. 



Für die Parameterwerte der Schnittpunkte von p» ergiebt sich: ti=0; U=^ ''" r T' 



-V!- 



n 
Für die Parameterwerte der Schnittpunkte von pe ergiebt sich: ti = ta=0; 

t8= — p. Da für die Schnittpunkte von p« mit der Ca 2 Werte von t zusammenfallen, 

so ist Pe eine Tangente an die C«. 

Die Gleichung einer beliebigen Geraden läfst sich bekanntlich linear durch die 
Gleichungen dreier festen Geraden ausdrücken, d. h. sie kann in die Form gebracht werden: 

ai(Pi + qiX + riy) + a,(p8 + q8X + r8y)+a8(pe+qeX + r«y)=0. 

Setzt man die obigen Werte für x und y ein und wendet § 1. 1 an, so erhält 
man für die Parameter der Schnittpunkte die Gleichung: 

t'asl + t*{«sk— na,} + t{aim— a2l}+«in = 0. VIII. 

1) Siehe auch Igel: Mathem. Annalen Bd. a; Salmon: Höhere ebene Eurven, 2. Aufl. S. 239—243. 
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Wenn 2 Wurzeln dieser Gleichung einander gleich werden, so wird aiPi + a$P8+«8Pe 
eine Tangente an die G^. Wenn die 3 Wurzeln dieser Gleichung in eine zusammenfallen, 
so erhält man die Bedingungen dafür, dafs die Gerade eine Wendetangente wird. Diese 
Bedingungen mögen genauer entwickelt werden. Ist a der Parameter eines Wendepunktes, 
so mufs sein: 

Man erhält die Bedingungen: 

ktts — na, mai~ltt2 Q^3. ^^i ^1 

lofs las 1«8 

Daraus folgt: 

«8 n ' «8 n n ' 1 og aj 

Setzt man die Werte von — und — in die letzte dieser Gleichungen ein, so 

«8 «8 

erhält man zur Bestimmung der Parameterwerte der Wendepunkte die Gleichung: 

m(r»+3n(r' + 31<r+k=0 0. IX. 

Wenn man die Werte von — und — in aiPi+«»P8 + «8P« = einsetzt, so erhält 

«8 «8 

man die Gleichung einer Wendetangente in der Form : 

— lcr*Pi+(k+81<r)p8+np8=0. 

FQr a ist eine Wurzel der Gleichung IX zu setzen. Eine eingehende Behandlung 
der Wendepunkte nach einer andern Methode wird später durchgeführt werden. 



§ 8. Die Parametereigenschaften des Doppelpunktes. 

Die Gleichung der Linie, welche (123) mit dem Doppelpunkt verbindet, lautet 
nach § 4: 

np8+kpi— lp8=0. 

Die Gleichung der Linie, die (356) mit dem Doppelpunkt verbindet, lautet nach § 6 

lp8+mpe— np5=0. 

Unter Benutzung der Gleichungen III lassen sich diese Gleichungen, die abkürzend 
durch u und v bezeichnet werden mögen, in folgende Form bringen: 

m I 

(123) Doppelpunkt: PiJ+PaK=u; p8K+PiH=— u; pjJ— Hp8=— u. 

IX a. 
(356) Doppelpunkt: p8K+p8J=v; P5J— PeH^yV; p5K+p8H=yV. 



*) Siehe Bosenow S. 9, wo zu setzen ist 9 A, = m; 9 A, = n; 9 Ai = 1; 9 Ao — 1^- 
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Nach § 2 war für die Parameterwerte ti und t^ des Doppelpunktes .- 

t,t,=J^; tx+t.= --^. 

^ Pi* ^ P« 

Aus obigen Gleichungen ist aber für die Koordinaten des Doppelpunktes: 

PiJ+ftK=0 und p5K+p«H=0. 

Also folgt: 

p» J kn — V ^ Pß H mk— In 

pT X~lm— n'' ^~ "K""^ Im— n* * 

Es ist also: 

. . kn— 1* j X I X mk— In 

ti und ts sind also die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

t»(lm-ii*) + t(mk-ln)+(kn --1*) = 
oder 

Kt>— tH— J=0. X. 

Diese Gleichung kann auch in. Determinantenform geschrieben werden : 

t' — t 1 

k 1 n ^0. 

1 n m 

Sie ist die Hessesche Kovariante der kubischen Form IX, nämlich: 

mt»+3nt^+31t+k=0^). 

Da u=0 und v=0 2 Linien sind, die sich im Doppelpunkte schneiden, so läfst 
sich die Gleichung jeder Linie durch diesen Punkt in die Form bringen: 

iu— v=iJpi— Kp«+pa{;iK— J)=0. 

um die Farameterwerte der Schnittpunkte mit der Cs zu finden, hat man in 
Gleichung yni zu setzen: 

ai=X3] a^=KX — J; «8= — K. 

Vereinfacht man mit Hilfe der Gleichungen U, so erhält man: 

— t^Kl+t'aH— nKA)+t(nHi+Jl)+Jni = 0. 



Daraus folgt: 



(t?/— tH~J)(tl+An)=0. 

A 



Der erste Faktor gleich liefert die Parameterwerte des Doppelpunktes, d. h. in 
diesen Punkt fallen, wie es sein mufs, 2 Schnittpunkte. Für den Parameter des 

dritten Schnittpunktes folgt t= — p^ Hieraus ergiebt sich die geometrische Bedeutung 



1) Salmon: Höhere ebene Karren, 2. Aufl. S. 242 Nr. 218. 
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V 

des Parameters t. Da il= — , so ist t proportional dem Verhältnis der Lote, welche 

Yon dem zugehörigen Pankt der 0« anf die Linien n und y gefällt werden kOnnen^). 

Fär alle Punkte, deren Parameter bekannt sind, lassen sich demnach die 
Gleichungen ihrer Verbindungslinien mit dem Doppelpunkt ohne weiteres aufstellen. Man 

hat aus t= — r-X den Wert für X in iu— v=0 einzusetzen. Die Gleichung wird also: 

tlu+nT=0. So ergeben sich die Gleichungen folgender Linien: 

1) Doppelpunkt, dritter Schnittpunkt von pg mit (i: l*u— n'v. 

2) „ Tangentialpunkt von (123): lu — mv. XL 

3) „ „ « (356): nv— ku. 

Es gelingt femer leicht, die Gleichungen folgender Linien zu finden: 

n 



5) 


J» 


(246 


6) 


n 


Schi 


7) 


9 




8) 


' » 


(25) 


9) 


1» 


(16) 


0) 


» 


(34) 



4) Doppelpunkt, (145): p,HJ— psK'sHu — |-Kv. 

J'p,+HKp.=— Ju+Hv. 

Schnittpunkt von pg-j-p* und p,: (p»+P4)K+p8H=u+^v. 

» » Ps+Pi » P6*. (p8+P4)J— P6H=— u+v. 

T i V lu . nv 
Jp«+Kp5=— +-J- 

J'Pi— K"pe=Ju— Kv. 

P4JK+pa(JK+ff)=^Ku+yJv. 

11) Tangente an 8» im Doppelpunkt (§ 6): 

Ppx+2JKps+rpe=Ju+Kv=K(gplu+nvy 

Aus letzterer Form folgt, dafs der Parameter des dritten Schnittpunktes dieser 

Tangente mit der C^ durch ^=^ gegeben ist. 

Die Linien 9) und 11) sind zu u und v harmonisch, was auch geometrisch be- 
wiesen werden kann. Ebenso sind u, v, 6) und 2) und u, v, 7) und 3) je 4 har- 
monische Strahlen. 

nv 
Setzt man in X t=x=— 7— , so erhftit man: 
In' 

n"v"K+nlHuv— l*Ju*=0 

als Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt. 



1) Rosenov: S. 20. 
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§ 9. Andere Formen der Gleichung der G». 

Die in den beiden vorigen Paragraphen gegebenen Formeln erlauben es, eine 
ganze Reihe von Eigenschaften der Os abzuleiten. Es möge jedoch an dieser Stelle 
genügen, einige Entwicklungen zu geben, die dazu führen, die Gleichung der Cg in 
anderen Formen darzustellen. Zuerst stelle man sich die Aufgabe, die Gleichung nur 
durch ps, pi, Ps auszudrücken. Salmon: Höhere ebene Kurven § 150 sagt: „Wenn eine 
gerade Linie A = die Kurve in 3 Punkten A, A', A" schneidet, so schneiden die 
Tangenten der Kurve in diesen Punkten: 

D = 0, E = 0, F = 

die Kurve respektive in 3 weiteren Punkten G, C, G", welche in einer geraden Linie 
G = liegen. Die Gleichung der Kurve kann in die Form: 

DBF — vA*C = 

gebracht werden. Der Punkt C, in welchem die Tangente im Punkte A die Kurve schneidet, 
wird der Tangentialpunkt von A genannt und die gerade Linie C = heifst die Be- 
gleiterin der Geraden A = 0." Es soll hier die Gleichung der C» in die genannte Form 
wirklich gesetzt werden. Man hat dazu: 

A = p8, D = pi, E = pe. 

G=:0 ist die Gleichung der Geraden, die durch die Tangentialpunkte G und G' 
von A und A' geht. Ihre Gleichung ist leicht zu bilden. Die Gleichung jeder Linie, die 
durch den Punkt G geht, hat nach den Gleichungen XI Nr. 2 die Form: lu — mv-{-Api 
^Pi(lJ + ^) — PsuH— mKpe. Eine Gerade durch Gi hat eine Gleichung von der Form: 
vn — ku+f*Pe^--kJpi+p8lH+pe{nK + ju). In den letzten Ausdrücken sind durch 
Anwendung von 11 die Koeffizienten von ps vereinfacht worden. Damit beide Gleichungen 
dieselbe Linie darstellen, mufs sein: 

13 + 1 kJ mK nK + jt* 



n 


p 


1 ' 


n 




1 


1= 


1 ' 




1* 


— ' 


n 



Also lautet die Gleichung der Begleiterin von p«: 

0==piJkn — psHnl — p6Kml = 0. 

Es ist endlich noch die Gleichung der Tangente in A'', F = aufzustellen. Da 
diese Linie durch den Schnittpunkt von l'u - n'v und ps geht, mufs ihre Gleichung die 
Form haben: 

Pu-n«v + Aps = PiPJ + P5(l'K — n^J + A)-n•Kp,• 
Man suche mit Hilfe von VIII die Parameterwerte der Schnittpunkte dieser 

Linie mit der Gs. Da sie Tangente in A" ist und da zu A" der Parameterwert t= 

n 

gehört, so mufs in VIII dieser Wert eine Doppelwurzel sein. Es ist aufserdem zu setzen: 
a, = l»J; a, = l'K — n«J + ;i; a^=-^n'K. 
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Es mufs also sein: 

(' + l)V-W-'' + '-(|-?-S) + '(TS-S) + e 
Durch Vergleichung der Koeffizienten von t° und t* folgt: 

J^ jni^cri ___jni^ J^ 21 k n a, 

~n'^'~+la8" Tn^K' n ^~ 1 ■*" 1 n^K* 

ti = ^; K(l«~J-t,nl) = a,. 

Setzt man in a, den Wert von ti ein und benutzt die Gleichungen n, so erhält man : 

a,= — 2JK — nlH. 
Demnach lautet die Gleichung der Tangente: 

p = Pjp,_p3(2JK + Hnl)"-peKn^ = 0. 

Der Wert von ti, welcher den Tangentialpunkt von A" bestimmt, liefert noch 
ein bemerkenswertes Resultat. Nach XI 1 1) hat der dritte Schnittpunkt der Tangente 
an Ss im Doppelpunkt denselben Parameter. Der Tangentialpunkt von A'' und dieser 
Schnittpunkt der Tangente an Ss im Doppelpunkt mit der Kurve müssen also zusammen- 
fallen. Man kann letztere Beziehung auch geometrisch herleiten, wenn man den Satz: 
„Wird durch 4 feste Punkte einer Cs ein Kegelschnitt beschrieben, so geht die gerade 
Verbindungslinie der zwei übrigen Schnittpunkte derselben mit der Cs durch einen festen 
Punkt der Kurve'', ^) auf den Kegelschnitt Ss anwendet. 

Die Gleichung F=0 läfst sich, wie unmittelbar zu sehen ist, auch so schreiben: 

l'Jpi~P8(2JK+Hnl)— p6Kn« = PiJkn-psHnl— peKml — (J»pi + 2JKp8+K»pc), 
d. h. F = C — Tangente an S» im Doppelpunkt. 

Aus dieser Beziehung folgt, dafs F durch den Schnittpunkt von 0=0 und der Tangente 
an Ss geht, d. h. dafs die Tangentialpunkte dreier Kurvenpunkte in gerader Linie wieder 
in einer Geraden liegen, der Begleiterin, wie anfangs behauptet wurde. 

Die Gleichung der Cs sollte sich in die Form bringen lassen: 

DEF-vA"C = 0. 
Setzt man die Werte ein, so erhält man, wie leicht zu bestätigen: 

PiPcP'Jpi-PeKn"— Ps(2JK+Hnl)]— ps'CnkpiJ-psnlH— pelmK] 

.,, P^ 5 ^' n XIII. 

= n*l' ps Ps+P4 Pö =0. 

Ps P6 P« 

Eine andere leicht hieraus abzuleitende Form ist: 

(PiP6— P8")(JPikn--Klmps-nlHps)— PiPe(p,J* + P6K» + Ps2JK)c=0. 
Die geometrische Bedeutung dieser letzten Form ist unmittelbar ersichtlich. 



1) Salmon: Höhere ebene Kurven. § 155 und 156. 
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Man kann obige Gleichung auch direkt mit Hilfe der Gleichungen 3. 4. 5 des 
§ 5 ableiten, wobei man zu einer synthetischen Erzeugung der Gs gelangt. Die genannten 
Gleichungen des § 5 lauten: 

t'Pi + tp»+P8 = 0; t2p2+t(p8+P4) + P5 = 0; fpa+tp5+p« = 0. XlVa. 

In den Ausdrücken pi sind für x und y die Koordinaten eines beliebigen Kurven- 
punktes eingesetzt zu denken. Die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Doppelpunkt 
ist gegeben durch : 1 1 u + n v == (§8). 

Eliminiert man t aus einer der obigen Gleichungen und aus tlu-[-ny = 0, so 
erhält man die Gleichung der Cs in drei verschiedenen Formen, nämlich: 

Pin'v' — p,uvnl-j-p5uM'=0; p.n»v' — (p,+p4)uvnl+p5U»l« = 0; 
p,n*v* — P6Uvnl+peU'P = 0. 

Wenn man die erste der Gleichungen XlVa mit ps, die zweite mit pi multi- 
pliziert und dann subtrahiert, so erhält man: 

t{Pi" — Pi(P8+P4)}+P.P8— PiPö = oder — tSi + S, t= 0. 

Diese Gleichung stellt einen Kegelschnittbüschel dar, dessen Grundpunkte die 
Durchschnittspunkte von Si = und Ss = sind. Dieser Büschel ist zu dem Strahlen- 
bfischel der Linien tluH-nv = projektivisch. Der Schnittpunkt entsprechender Ele- 
mente beider Büschel, d. h. solcher, die zu demselben Wert von t gehören, liefert die G», 
deren Gleichung also auch geschrieben werden kann: 

Sinv + S8lu = 0. 

In ähnlicher Weise kann die Cs noch erzeugt werden als Ort der Schnittpunkte 
entsprechender Elemente des Strahlenbüschels tiu + nv = 0, das den Doppelpunkt zum 
Scheitel hat, mit den Kegelschnittbüscheln tS, — Sj,=0 oder tS3 + S6=0 oder tS5+Sfl=0. 
Es verdient bemerkt zu werden, dafs die erwähnten Kegelschnittbüschel die Eigenschaft 
haben, dals 2 oder 3 ihrer Grundpunkte zusammenfallen, nämlich entweder in den Punkt 
(123) oder (356). 

Der Anblick der Gleichungen XIV lehrt sofort, dafs der Schnittpunkt der Linien 
u = 0, v = ein Doppelpunkt der G» ist. Eliminiert man aus diesen 3 Gleichungen 
n'v*, uvnl, u'l* linear, so erhält man wieder die Gleichung VI. 

Würde man in der ersten der Gleichungen XIV Ps nach ni durch pi und p« 
ausdrücken und nach IX a setzen: 

u = Jpi + Kp8; v = Kp«-f Jps, 

so erhielte man die Gleichung Xm wieder. 

Da np8 = lpi + mp8 (nach III) und da u — Kp8=Jpi, so erhält man durch 
Einführung dieser Werte in die erste der Gleichungen XIV eine andere, die nur u, v 
und Ps enthält. Diese Gleichung, deren Form nach der geometrischen Bedeutung von 
u, y und p« vorauszusehen ist, lautet: 

uv(l*u-n'v)— p8(u«l>J — uvnlH— v'n»K) = 0. XV. 

Die letzte Klammer stellt die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt dar, siehe 



Digitized by 



Google 



28 - 



Oleichung XII. Man hat die Identität, die man durch Vergleichung der Koeffizienten 
entsprechender Glieder leicht bestätigen kann: 

Pi P« Pi 
uT(l*u-n*v)— p,(a*l*J- uvnlH— v»n*K)=-JKl'n' p, p,-|-p4 p, 

Pt Pt P« 



§ 10. Die Tangentialgleichung der G, 

Es sei wieder: 

at'+bt"+ct + d 



1, 
f." 



y= 



At*+Bt» + Ct+D U 



at* + /»t» + yt + il~ f,' •'" at» + />t'H-yt+i» 

Die Gleichung der Tangente, im Funkte (xy) lautet bekanntlich: 

wo I und 1} laufende Koordinaten eines Punktes bedeuten, 
dy f,f,'-f,f,' 



f. 



Es ist 



wo V eine Differentiation nach t anzeigen soll. 



dx U'-U" 

f f 

Die Gleichung der Tangente wird, wenn ^=^4-, y^T" g^^^zt wird: 

I« h 

mu')+fi{U'U)+(Ufi')=o. 

Man bilde: 

Löst man die Klammern auf, ordnet nach Potenzen von t und benutzt die Be- 
zeichnungen des § 1, so erhält man : 

fJs'— f8f,' = t*qi+2fq,+t«(q,+ 3qa) + 2tq*+q.. 
Ebenso wird: 

fsfx'-fif8' = t*ri + 2t»r.+f(r4 + 3r5) + 2tr5+re, 
fif;-f,fi' = t*pi + 2t*p,+tMp. + 3p,) + 2tp5+P6. 

Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung der Tangente ein und ordnet nach 
Potenzen von t, so ergiebt sich: 

t*(Pi+qiS+ri,) + 2f(p, + q,? + r,ij) + t»[p, + ..- + 3(P8 + ...)] 

+ 2t(p5+q5?+r5v)+Pe+qe?+reij = 0. 

Dies ist die Gleichung der Tangente in einem Punkte der Kurve, dessen Para- 
meter t ist. Betrachtet man $, ^ als einen gegebenen Punkt, so bestimmen sich aus 
dieser Gleichung die Parameter der Berührungspunkte der Tangenten, die von $, i; an 
die Kurve gezogen werden können. Da diese Gleichung vom vierten Grade ist, so lassen 
sich von einem Punkt an die Gs 4 Tangenten ziehen, d. h. die Kurve ist von der vierten 
Klasse. Für die laufenden Koordinaten werde wieder x, y gesetzt und es bedeute pi 
wieder Pi+qiX+ny. Die Tangentialgleichung der Kurve lautet alsdann: 

t*p, + 2t«p, + t>(p4 + 3ps) + 2tp5+Pe = 0. XVI. 
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§ 11. Die Diskriminante der Tangentialgleichung. 

Jeder Punkt auf der Kurve besitzt eine bestimmte Tangente und von den 
4 möglichen Tangenten an die Kurve fallen für einen solchen Punkt 2 in diese Tangente 
selbst, so dafs man von einem Punkt der Kurve nur noch 2 Tangenten an dieselbe ziehen 
kann. Für einen Punkt der Kurve mufs also die Gleichung XVI eine Doppelwurzel besitzen. 
^ Man erhält daher auch bis auf einen Faktor die Gleichung der Kurve in Punktkoordinaten, 
wenn man die Diskriminante dieser Gleichung gleich Null setzt.'' Dieser letztere Satz findet 
sich in den „Vorlesungen über 'Geometrie*' von Clebsch, herausgegeben von Lindemann, 
I. Band, S. 888. Die Ableitung der Kurvengleichung nach dieser Methode wird dort aber nur 
für Unikursalkurven zweiter Ordnung gegeben. Sie läXst sich aber auch leicht für ünikursal- 
kurven dritter Ordnung durchführen und liefert die geometrische Bedeutung des fremden 
Faktors. Man gelangt auf diesem Wege zu den Wendepunkten der Gs. 

Die biquadratische Binärform: 

aoX/+ 4aiXi*X| + eajXi^x,' + 4asXiX|*+a4X,*= 

besitzt die beiden Invarianten^): 

S = aoa4— 4aia8-h3a2'; T = aoa2a4 + 2aia,a8— aoa»* — ai'a*— a,'. 

Die Diskriminante J der biquadratischen Binärform ist dann gegeben durch: 

^=S»— 27T". 

Um Gleichung XVI mit der biquadratischen Binärform identisch zu machen, ist 
zu setzen: 

1 P4 + 3p8 1 

ao=pi, ai = yp„ aa= g , as = yP5, a4 = Pe. 

Demnach wird: 

denn nach IV ist PiP«— p»p, = — p«p«. 

>r P4+3p, , p,p.(P4 + 3p,) pxp,' p,p,* / p«+3p, \« 

T-P.P.— g— + j2 j ^ V~T~] 

= -^ (36piP.(P4 + 3p,) + 18p,p.(p4+ 3p,)- 54p,p,'— 54p,p,» - (p«+ 3p,)'). 

Es ist aber: 

(p4 + 3p,)» = (p,-3p,)'+18p,p,« + 54p,». 
Ftthrt man dies ein, so kann man schreiben: 

T = -^{A-(p.-3p,)»}, 
wo gesetzt ist: 

A=36pip,(p4+3p,) + 18p,p,(p4+3p8) — 54p,p,»— 54p,p,'— ISp/p,— 54 p,'. 



1) Salmon: Yorlesongen aber die Algebra der linearen Transformationen. 2. Anfl. § 206 n. 207. 
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Es wird also: 



1 27 

.^ = S'-^27r = -j^(p,-3p3r~-^[{p,-3p»r-2A(p.- 



6« 



-3ps)« + A'] 



27 



= -^A[A-2(p,-3p3n. 



Die Diskriminante wird also in der That in 2 Faktoren zerlegbar, die in den pi 
vom dritten Grrade sind. Ist J = 0^ d.h. hat Gleichung XVI eine Doppelwarzel, so 
ist entweder: 

A = oder A— 2(p4— 3p8)* = 0. 

Man forme den Ausdruck A dadurch um, dafs man P2P6 = PiP6+P3P4 setzt und 
die dadurch entstehende Klammer auflöst. Das Glied ISp^'ps fällt fort und man erhält: 

A = 54 {piP6(P4 + 3p») — P1P5»— PeP,' — P3*+ P8'P4}- 

Der in der Klammer stehende Ausdruck ist nichts anderes als die Gleichung VI, 
wovon man sich leicht über;zeugt, wenn man z. B. 

Pi Ps Pa 
Pa P8 + P4 P5 
Ps Pö Pe 

nach den Elementen der zweiten Zeile auflöst und PsP5 = PiP«+P8P4 setzt. 

A = liefert also die Gleichung der Kurve als Ort der Punkte, för die 
2 Tangenten zusammenfallen. A — 2(p4— 3ps)' wird, wenn man die Klammer auflöst 
und P4P3 = PjP6— PiPe setzt: 

2[9piP6(2p4 + 9p8)— 27piP5«— 27pep,' + p,(9p,p5— P4*)]. 

Dieser Ausdruck läfst sich durch folgende Determinante darstellen: 

3pi 3p, P4 
3pa 9p8 + P4 3p5. 



A-2(p,-3p3)' = 2 



P4 3p5 Spd 



XVIL 



Diese Determinante gleich Null gesetzt stellt ebenfalls eine Kurve dritter Ordnung 
dar. Für alle ihre Punkte fallen 2 von den 4 möglichen Tangenten an die ursprüngliche 
Kurve zusammen. Diese Bedingung wird erfüllt für einen beliebigen Punkt einer Wende- 
tangente, denn eine solche Tangente rechnet doppelt unter den Tangenten der Kurve. 
Die Gleichung XVII ist also das Produkt der Gleichungen der 3 Wendetangenten; sie 
muüs in 3 lineare Faktoren zerlegbar sein. Diese Zerlegung wird später (§ 13) ge- 
geben werden. 



§ 12. Die Wendepunkte der G». 

Für einen Wendepunkt einer Kurve fallen 3 Tangenten von den an die Kurve 
zu ziehenden in die Wendetangente. Man wird also die Wendepunkte der Cs erhalten, 
wenn man diejenigen Punkte aufsucht, für welche drei Wurzeln der Gleichung XVI in 
eine zusammenfallen. Die algebraischen Bedingungen für diesen Fall sind S=0; T=Q. 
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Es war: 

S = ^(P4-3p»)« und T = -^{A-(p,-3p,)n. 

Also wird p4— 3p8 = und A = 0. Die betreffenden Punkte sind also als Duichschnitte 
zweier geometrischen örter bestimmt. Sie liegen auf A = 0, d. h. auf der 0», da ja nach 
den Entwicklungen des vorigen Paragraphen A=54mal der durch VI ausgedrückten 
Eurvengleichung war. Sie liegen aufserdem auf einer geraden Linie, deren Grleichung 
P4— 3p8 = lautet. 

Es ergiebt sich also der Satz: 

„Die Wendepunkte einer Unikursalkurve dritter Ordnung liegen auf einer geraden 
Linie, deren Gleichung p* — 3p8«=0 ist." 

Man kann sich die Aufgabe stellen, nach der Methode des § 7 die Parameter 
der Schnittpunkte der Linie P4 — 3p8 mit der G» zu bestimmen. 

Setzt man in P4— 3p8+x(q4— 3q3)+y(r4— 3r8)-=0 die Werte von x und y 
durch t ausgedrückt ein, so erhält man die Gleichung: 

t'[ap4 + aq4+Ar4-3(ap8+aq8+Ar8)] + t»[/Jp4+... — 3(iJp8 + ...)] 

+ t[rp4 + ...-3(rp8+...)] + dp4+...~3(iJp8 + ...)'=0. 

Wendet man die Gleichungen I an, so folgt: 

t'm + 3t*n + 3tH-k«0. 

Dies ist aber Gleichung IX, die sich im § 7 auf ganz anderem Wege ergeben 

n V 
hatte. Setzt man in der letzten Gleichung nach §8 t = — = — , so erhält man das 

Produkt der Gleichungen der Verbindungslinien der Wendepunkte mit dem Doppelpunkt 
in der Form: 

uM'k— 3u'vnP + 3uv»nn-n'mv' = 0. 

Folglich mufs die Gleichung der Cs sich in der Form ausdrücken lassen: 

un'k-3u>vnl> + 3uv^nM-n'mv» + i(p4-3p8)(uM*J— uvnlH— n«v*K) = 0^). 

Diese Gleichung läfst sich auch aus XV ableiten, wodurch sich zugleich die 
Konstante X bestimmt. Es ist nämlich: 

tt — PiJ + PsK; v^Kpe+Jp«; also Pi = -j (u— PsK); Pe — -^ (v— Jps). 

Mit Hilfe der Gleichungen m läfst sich leicht ableiten: 

klpi+mnpe+mkpj— 3nlp8 
P4-3p8= -^ 

Setzt man die obigen Werte für pi und p« ein, so erhält man nach einigen 
Umformungen durch die Gleichungen 11: 

k , m H^ + 4JK Yv„, 



1) Salmon: Höhere ebene Kurven. 2. Anfl. § 149. 
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Multipliziert man XV mit — ^j^ und setzt: 

SO ergiebt sich mit Benutzung der Gleichungen II die gesuchte Kurvengleichung 
in der Form: 

uTk— 3u«vnl» + 3uv»nn— n»mv»— nl(p4— 3p,)(uM»J— uvnlH— n»v'K) = 0. XIX. 

Es ist XIX = -^(H»+*JK)XV. 

Der Faktor H" + *JK ist von besonderer Bedeutung für die Kurve. Er ist die 
Diskriminante der Gleichung X. Ist ^ = H'4-4JK= 0, so wird der Doppelpunkt zur 
Spitze, denn die Doppelpunktstangenten fallen dann, wie Gleichung XII zeigt, in eine 
zusammen. Gleichung XVIII lehrt, dafs die Wendepunktslinie in diesem Falle durch die 
Spitze geht, also liegen 2 Wendepunkte in der Spitze. Eine Cg mit Spitze besitzt nur 
noch einen Wendepunkt. Ist J positiv, so sind die Tangenten im Doppelpunkt reell 
ist J negativ, so sind diese Tangenten imaginär. Der Doppelpunkt ist im letztem Falle 
ein isolierter Punkt. Die zugehörigen Parameterwerte werden allerdings auch imaginär. 
Aber die Linien u = und v = 0, welche den Doppelpunkt zum Schnittpunkt haben 
bleiben reell, also auch der Schnittpunkt selbst. 

Gleichung X war die Hessesche Eovariante von Gleichung IX (§ 8). Ist aber die 
Diskriminante der Hesseschen Kovariante einer kubischen Binärform positiv, so läfst sich 
diese Binärform in einen reellen und 2 imaginäre Faktoren zerlegen^); ist diese 
Diskriminante negativ, so läfst sich die Binärform in 3 reelle Faktoren zerlegen. Wenn 
also J positiv ist, so existiert ein eigentlicher Doppelpunkt und nur ein reeller Wende- 
punkt. Ist J negativ, so hat die Cg einen isolierten Punkt und 3 reelle Wendepunkte. 



§ 13. Die kanonische Form der Eurvengleichung. 

Nach § 8 ist die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt : 

u«pj— v"n*K-nluvH-0 

die Hessesche Form der Gleichung uM'k— 3u*vnl'+3uv*n*l— n*mvS welche gleich 
Null gesetzt die 3 Verbindungslinien des Doppelpunktes mit den Wendepunkten liefert. 
Die erste Gleichung läfst sich in die Faktoren «i und a^ zerlegen, nämlich: 

-i{ulJ~^(H + V^)}{ulJ-^(H--VZ)}«|a,a,. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der Hesseschen Form einer kubischen Binär- 
form, mufs sein: 



1) Salmon: Vorlesungen über die Algebra der linear. Transform. 2. Aufl. § 167 und für das 
Folgende § 166. r^ 1 
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«{ulJ_JL^(H + V^))V/j{ulJ-"2-{H-VZ)}' ^^ 

= u"l'k— 3u*vnl*+3uv2nn-n»mv». 

Vergleicht man die Koeffizienten entsprechender Glieder in u und y, so bestimmen 
sich a und ß. Man erhält: 

^ k(V7~H)+2J l, k(V:7 + H) -2J1 

2J*VZ ' 2J*V^ 

Demnach erhält die Gleichung der Kurve, wie sie durch Gleichung XIX gegeben 
ist, folgende Form: 

2J»VZ{u*l»k— 3u"vnl* + 3uv^nM— n'mv»— nI(p4-3p3)(uM»J-v2n*K-uvhlH)} 
= [k{V:7~H) + 2Jl]a,»4-[k(V^ + H)-2Jl]a,»— 2J*n.l(p,— 3p3)V^aia,. 

Dies ist nach Glebsch, Vorlesungen über Geometrie, I. Band S. 584 die kanonische 
Form der Kuryengleichung. ai = und aj = sind die Gleichungen der Tangenten im 
Doppelpunkt, p4 — 3p8==0 ist die Gleichung der Wendepunktslinie. 

Es ist nun leicht zu zeigen, dafs die Gleichung XVII, welche die 3 Wendetangenten 
darstellt, in 3 lineare Faktoren zerlegbar ist. Diese Gleichung, sie werde abkürzend 
durch Ds bezeichnet, läfst sich, abgesehen yom Faktor 2, schreiben: 

D««27C3-(p4--3p.)^ 

wo Os die Determinante VI bedeutet. 

Es ist aber, wie bei XV und XIX angegeben ist, 

— CsuM'^« der linken Seite yon XIX. 

Also wird, da XIX = — ^!-=^.XXI, 
' 2J*V^/ 

D3-2J»n^l'V:?"* = — 27ai*{k(^— H) + 2J1} — 27a,»{k(V^ + H)-2Jl} 
+ 54J'nl(p4-~3p,)\r7aia,~2nn'f7'j»(p4— 3pa)». 

Man setze: 

?, = 3a,fk(Vy-H) + 2Jl; & = 3«,fk(f^"+H)-2Jl; x, = ^^}1^!^M. 

Alsdann erhält man: 

D,.2J'n»l'V^"'=-{?i'+5/~65i5,Xs4-8xs'} 

wo € eine imaginäre Kubikwurzel der Einheit bedeutet, also ä' + ä+I^O ist. 

Ds ist also in 3 lineare Faktoren zerlegt, die Gleichungen der 3 Wendetangenten. 
Hiermit ist gezeigt, wie man ausgehend von der allgemeinen Parameterdarstellung bis 
zur kanonischen Form der Kurvengleichung gelangen kann. In dieser Form treten nur 
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die Gröfsen k, 1, m, n und die daraus abgeleiteten H, J, K auf. Zur Ableitung weiterer 
Eigenschaften der Kunre wird man sich der kanonischen Form bedienen, welche lautet: 

Jfi'4-g>'-6£i&x,-o. xxn. 

Dieselbe liefert die Parameterdarstellung (siehe Glebsch: S. 586): 

?,--6A»; 5.-6A; x,^l' + h 

Einige Beispiele fOr die Anwendung dieser Form finden sich am Schlüsse dieser 
Abhandlung. 

§ 14. Kurven mit gemeinsamem Fundamentalsystem. 

In den bisherigen Untersuchungen wurde die Unikursalkurve dritter Ordnung in 
Verbindung mit dem Fundamentalsystem der 6 Linien p gebracht. So vielseitig auch 
die Beziehungen der Kurve zu diesem Fundamentalsystem waren, so reichten sie doch 
nicht aus, den Doppelpunkt geometrisch zu bestimmen. Es entsteht die Frage: Ist der 
Doppelpunkt der betrachteten Gs ein in Bezug auf das Fundamentalsystem geometrisch 
bestimmter Punkt? Daraus ergiebt sich sofort die weitere Frage: Wie viele C, giebt es, 
die zu einem gegebenen Fundamentalsystem gehören? Die Gleichungen des § 3, welche 
die Koordinaten der 4 Fundamentalpunkte als Schnittpunkte der 6 Linien p liefern, 
zeigen, dafs durch sie nur die Verhältnisse entsprechender Koeffizienten (a, A, a) in der 
Parameterdarstellung bestimmt sind. Multipliziert man also entsprechende Koeffizienten 
mit demselben Faktor q, so erhält man Kurven, welche zu demselben Fundamentalsystem 
gehören. Die allgemeine Parameterdarstellung einer solchen Kurve würde also sein: 

^^ giat«+e.bt^ + g3Ct+g4d g|At' + g8Bt' + g8Ct+g4D 

In dieser Darstellung kommen jedoch in Wirklichkeit nur 2 neue Konstante vor. 
Man kann stets ^4 «= 1 setzen. Aufserdem kann immer so transformiert werden, dafs der 
Koeffizient von t^ nur c, C, ;" respektive wird. Eine weitere Transformation ist nicht 
erlaubt, da sonst t = cx> und ts=0 nicht mehr die Punkte (123) und (356) ergeben 
virürden. Man setze also ^8t=»ti. Dann wird der Zähler von x: 

^^^^'+^^^' + ^^ + ^' 

Setzt man endlich öi=»-^ und tfa«-^ und schreibt v^rieder t statt ti, so er- 
es Qi 

hält man als allgemeine Parameterdarstellung der zu demselben Fundamentalsystem 
gehörenden Kurven: 

(r,at»4-<ribt':j-ct+d . (r,At^+<riBt' + Ct + D 

<riat»+(r,/Jt»+yt+d' ^ (r,at' + (r,ßt'+rt+d ' 

Da oi und er, unabhängige Gröfsen sind, so bilden die durch diese Gleichungen 
dargestellten Kurven ein Netz. Die Festsetzung einer Beziehung zwischen diesen Oröfsen 
liefert einen Kurvenbüschel (Salmon, Höhere ebene Kurven, § 163). Zwei Beziehungen 
zwischen den <r bestimmen eine endliche Anzahl Kurven. 
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Setzt man in die Gleichungen des § 1 statt a, A, a ein cTia, «TiA, cr^a and statt 
b, B, ß (Tib, cTiB, dyßj so erhält man die entsprechenden Ausdrücke: 

Pi^cTitfiPi, Ps^tfip,, Ps^öiP», P4 = C%P4, Ps^tfjP«, Pe-P«. 

nii — öi<r,m, ni»(ri<ran, li = <ril, ki»(rsk. XXIV. 

Hi«ö'i<y,(<r,mk — tfiln), Ki«=c^"oj(ö',n* — Im), Ji = ö'i(<r8'kn— tfil"). 

Eine allgemeine Eigenschaft kommt allen Kurven sofort zu: die Wendepunkts- 
linie einer beliebigen Kurve des Netzes geht durch einen festen Punkt, nämlich durch 
den Schnittpunkt von ps und P4. Denn die Gleichung der Wendepunktslinie lautet: 

P4 — 3Ps = <r8p4 — 3<riPs = 0. 

Für beliebige Werte der a stellt diese Gleichung eine Linie durch den Schnittpunkt von 
P4 und Ps dar. 

Der Doppelpunkt war der Schnittpunkt der Linien u und v, also hat man als 
geometrische örter des Doppelpunktes die Gleichungen: 

PiJi + P3Ki = <ri'cr,{pi((r,^kn-<yil')4-<yiP8(cr,n^-lm)}. 
KiP. + JiPs = <yiM<^«P6(<^in*-lm) + P8(<^.'kn— (XiP)}. 

Man suche die Bedingungen auf, unter denen eine Kurve des Systems mit der 
Grundkurve, d. h. mit derjenigen, für welche cTi = <r, = i^ gemeinsamen Doppelpunkt hat. 
Dazu mufs sein: 

PxJ,+P.Kx = A(piJ+psK); P«K, + P3Ji = /t*(peK + p,J), 

oder mit Anwendung von XXIV: 

(yiö-aJi« ö'i*<rj(<r,'kn — tfil') = AJ; Ki ~ ö'i'ö',((r8n'— Im) = /»K. 

tfiKi = cri'(;8(o'jn*— Im) = AK ; a^i^ = öi*(ö'8'kn — tfil*) « /i* J. 



Es folgt: 



J((y,n' — Im) 1 1 



K(<r,'kn — a^V) a^ a^ 
also cri^cTa. Benutzt man dies, so erhält man: 

J ^ 1 o^'kn— (Xil' ^ cTikn— 1' 
K *° (Ti OaU* — Im ""tfiU* — Im' 

c/iJu'— Jim = tfiKkn— Kr. <rin(Jn— Kk) « l(Jm— Kl). 

Nach den Gleichungen II ist der Wert der Klammer links IH, deijenige der 
Klammer rechts nH. Es ergiebt sich also: 

tfi = 1 , folglich auch Oj «= 1. 

Die gesuchte Kurve fällt also mit der Grundkurve zusammen. Man erhält 
folgenden wichtigen Satz: 

Bei dem vorliegenden Fundamentalsystem giebt es nur eine Kurve, die einen 
gegebenen Punkt zum Doppelpunkt hat. 
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Besteht eine Gleichung zwischen den er, so erhält man einen Kurvenbüschel, für 
den man den Ort der Doppelpunkte leicht auffinden kann. Der Doppelpunkt ist der 
Schnittpunkt der Linien, die dargestellt werden durch: 

Pi(tf,"kn— öil*) + (TiPsKn »— Im) -= 0, 
<^>P6(ö'>n'— lm)4-P8(<^«'kn — öil*) = 0. 

Aus diesen Gleichungen kann man cTi und a^ in Funktion der p ausrechnen und 
kann aus jeder Beziehung zwischen <ri und Os die entsprechende zwischen den p bilden, 
welche den Ort des Doppelpunktes liefert. 

^ Man erhält leicht: ihW = ^%V\V^' Vernachlässigt man den Wertö8 = 0, der 
dazu führt auch 1 = zu setzen, was einer Spezialisierung des Fundamentalsystems 
gleichkommt, so erhält man: 



0^- 



PeP« . 

PsP»' 



<yi«= 



PiPe* P« 



W P6 

Ist (Ti » 1 , SO ergeben diese Gleichungen als Ort der Doppelpunkte die Kurve 
vierter Ordnung: 

PlP«P«'«P8'P6. 

Ist <y2'«=öi, d, h. ist in XXIIIa ?i = ?4» ?a*=C8 = l» s^ ist der Ort der Doppel- 
punkte die Kurve dritter Ordnung: 

PiPö'-PePa'- 

Ist (ra = l, so ergiebt sich als Ort der Doppelpunkte der Kegelschnitt S«; ist 
<ri==c^*, so erhält man den Kegelschnitt Ss und ist (ri^^cr,, so erhält man S« als Ort der 
Doppelpunkte, In letzterem Falle besitzen alle Cs des Büschels dieselbe Wendepunktslinie- 



§15. Spezialisierungen des Fundamentalsystems. 

Bisher war stets an der allgemeinen Parameterdarstellung festgehalten worden. 
Es möge zum Schlufs ein kurzer Überblick gegeben werden, welche Vereinfachungen auf- 
treten, wenn von der allgemeinen Darstellung abgewichen wird. 

1) Ist: 

ABC 



m> 



a b c 
a ß Y 



0, 



so kann man setzen: 

b=-Aa+ji*c, 
B-iA+|.*C, 

X und (A sind willkürliche Konstante. 

Dann wird n=«/i*l; k = Al. Die Gleichungen HI geben: np, = lpi, np4=»kpi, 
lp4—kpa. Die Fundamentallinien pi, p>, p* fallen also zusammen. Das Fundamental- 
system wird durch vorstehende Figur dargestellt. 
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Einer der Parameterwerte der Wendepunkte wii*d, wie aus Gleichung IX zu 
ersehen ist, oo. Also ist (123) ein Wendepunkt der Kurve und ps die zugehörige 
Wendetangente. 

2) Ist k = 0, so erhält man ähnliches. (356) wird ein Wendepunkt und p» die 
zugehörige Wendetangente. 

3) Ist k = und m*=0, so werden (123) und (356) Wendepunkte, also p, die 
Wendepnnktslinie , pi und p« die zugehörigen Wendetangenten. Es muTs p^^O sein; 
was sich, da m«-0, k = 0, auch aus den Gleichungen I ergiebt, die nur noch möglich 
sind, wenn p^^q^^ri^O. Diesen letzten Gleichungen kann in allgemeinster Form 
genügt werden, wenn man setzt: 

b = ß,Ci, B^^jCj, ß^QiCt. 
Qi, ^91 Cx, Ca, Cs sind beliebige Konstanten. Die Parameterdarstellnug: 




x = 



a t' + ^jCit* + ^iCi t + d 



y = 



At'4-e»Cit' + ^iC,t4-D 



at* + ^8Cst" + fcCst + d' ^ at» + ^,C8t« + ^iC8t + rf 

liefert die allgemeinste d, welche für t = 0, t«»oo die 
Koordinaten zweier Wendepunkte ergiebt. Die Gleichung 
der Wendepunktslinie wird: 

(dA — Da)4-(Da— Ad)x + (<Ja-^da)y = 0. 

Das Fundamentalsystem wird durch nebenstehende 
Figur gegeben. 

^ig- 8- Weil Pi mit ps und ps mit p« zusammenfällt, p« 

identisch Null ist, so Übersieht man ohne weiteres, dafs 
der Ausdruck XVII in drei lineare Paktoren zerlegbar wird; Pi und p« treten, wie es sein 
mufs, als Faktoren heraus. 

4) Ist 1 = 0, so fallen p,, ps, p« in eine Linie, die Tangente an die Ca im 
Punkte (356) zusammen, v wird identisch Null. Der Doppelpunkt ergiebt sich als 
Schnittpunkt der Linien npa4-kpi = und npg— mpe = 0. 

5) Ist n»0, so erhält man ähnliche Resultate, p», Ps und pi fallen zusammen. 

6) Es bleibt der wichtige Fall, dafs 1«=0 und n = 0. Alsdann zeigen die 
Gleichungen in, dafs p« identisch Null wird. Man kann also setzen: 

a = eiai, A = ^ia8, ««^la». 

d«^jai, D=»fta8, d^^-Qi^L^. 



Es sei ferner: 



P, = bai— Bai, P««=Cai— ca,. 

Qi^Bas— /^a,, Q«=raa— Gas. 

Ri = /^ai — bas, R«=»caa — yai. 
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Alsdann wird. 

Pi = eiPi, P5 = — ?aPii Pe-^sPe, P« = — ^iPe^ Y*"o7 



H==mk. J = 0. K=0. 



Das Fundamentalsystem wird durch die Figur dargestellt. 

P4 wird Wendepunktslinie. Aus den Gleichungen fttr den Doppelpunkt: 

nps + kpi— lp8«=0 und npö— Ip, — mpe = 

folgt, dafs der Doppelpunkt der Schnittpunkt von Pi und p« wird. 
Die Gleichung der Cs lautet alsdann: 

^iPi eiPe 

^iP« P4 — CiPi =0. 

-e«Pi ^»P« 

Diese Determinante giebt entwickelt : 

Ci^sIPiPePi— ^«Pi'— «iPe'} = 0. 
Die Gleichung der Ca lautet also: 

^.Pi' + ^iPe'-PxPePi^O, 

d. h. sie hat die kanonische Form (§ 13). pi und pe 
sind die Tangenten im Doppelpunkt. 

Die Parameter der Wendepunkte bestimmen sich 
aus: mt'4-k = 0, also sind die Parameterwerte: 



t,__f^, ,=-.i7i 



-«V^, t. «= 




Fig. 4. 



Um die Kurvengleichung auf die Form XXII zu bringen, hat man zu setzen: 

1 Pi 



?l=PlV^, ?2-P6V?7, X3 



6 






Die Gleichungen der Wendetangenten waren: 
Sie werden also: 

3 3^ ^ 8^ 3^ , 

8 8 ^ 

Pi\W + ^*P.Vft'e» + y«P4 = 0. 

Setzt man in der Kunrengleichung P4==0, so erhält man ^aPi' + ^iPe* = 0, d. h. 
die Gleichungen der Linien, die den Doppelpunkt mit den Wendepunkten ver- 
binden, werden: 

8 8 3 8 3 8 • 

PiV^+PeVcT^o, PiV^+€P.V^=o, Pi\^+«'P6V^=o. XXVI. 

Multipliziert man die Gleichung der ersten Wendetangente mit §* und subtrahiert 
die Gleichung der zweiten Wendetangente, so fallen die Glieder, die p« enthalten, fort 

I. St&dt. Realaehale. 1896. 5 ^-^ j 
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und man erhält die Gleichung der Verbindungslinie des Schnittpunktes dieser beiden 
Wendetangenten mit dem Doppelpunkt in der Form: 

(«"-~l)PiV^'+(«'~*)P6VÄ=0. 

Da aber 6*=1, so bestätigt man leicht, dafs -y— r = — «'• Die vorige Gleichung 
wird also: 

3 3 3 

Diese Linie bildet demnach mit den durch XXVI dargestellten, wie leicht zu sehen, einen 
harmonischen Büschel. Sie ist also die harmonische Polare des dritten Wendepunktes. 
Ähnliche Rechnungen lassen sich für jedes Paar der Wendetangenten anstellen, so dafs 
der Satz bewiesen ist: Der Schnittpunkt zweier Wendetangenten liegt auf der harmonischen 
Polare des dritten Wendepunktes. 

Sind ^1 und ^ gegeben, so erhält man eine Og mit festen Doppelpunktstangenten 
und gegebener Wendepnnktslinie. Sind ^i und ^2 variabel, so erhält man ein Netz von 
Kurven mit den genannten Stücken. Besteht eine Gleichung zwischen qi und ^s, so er- 
hält man einen Büschel von Cs mit denselben Stücken. Ist — konstant, so haben, wie 

die Gleichungen XXVI zeigen, alle Cs aufserdem noch gemeinsame Wendepunkte. 

Setzt man esPi'+ftPe'— PiP6P4 = f und bildet mit Hilfe der zweiten Diflferential- 
quotienten die Gleichung der Hesseschen Kurve, so erhält man: H = 3ß2Pi'+3eiP6*+P4P6Pi. 
Für diese Kurve ist also ^i' = — 3ßi nnd ^a' = — 3 ^a. Weil ^i : ^a = ^i' *• Qij so haben 
beide Kurven gemeinsame Wendepunkte. 

Ist ^1^3=1) so kann man die Enveloppe aller C3 des zugehörigen Büschels 
bilden, sie wird, abgesehen von der selbstverständlichen Lösung PiPe^O, iPePi— P4* = 0. 
Dieser Kegelschnitt ist die Cayleysche Kurve, die zu Pi'+Pe*— PiP«P4 = als Hessesche 
Kurve betrachtet gehört (Salmon, § 178). Er ist, wie sich aus der Gleichung X auch 
ohne Schwierigkeit direkt zeigen läfst, die Enveloppe der Verbindungslinien korrespon- 
dierender Punkte von Pi*+Pe*—PiP6P4=0. Eliminiert man zwischen den beiden letzten 
Gleichungen p«, so erhält man: 

(Px'4-P6')' = 4Pi'P«' oder (Pi»-Pe»)««0, 

Diese Gleichung zeigt, dafs die Cayleysche Kurve die Cs in den 3 Punkten be- 
rührt, wo die Cs von den harmonischen Polaren der 3 Wendepunkte geschnitten wird. 
Da man Pi'-f-Pe* — PiPeP4«=0 als Hessesche Kurve zu betrachten hat, so ist die 
Gleichung der zugehörigen primären Cs: 

Pi'4-P«'-3p4PiP.-0. 

Von der letzteren Cs sind aber: 

Pi4-P«+P4 = 0, P,+5P,+««p,= 0, P,+«»P,+«p,==:0 

die Wendetangenten. Sucht man, durch Elimination von p«, die Schnittpunkte dieser 
Linien mit der Cayleyschen Kurve auf, so erhält man z. B. fftr die erste Wendetangente 
(Pi— P6)*«0, d. h. diese Linien berühren die Cayleysche Kurve in den Punkten, wo sie 
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von den harmonischen Polaren geschnitten wird, also sind diese TVendetangenten der 
primären Kurve die gemeinsamen Tangenten der Hesseschen und der Oayleyschen Kurve 
(Salmon § 183). 

Diese Beispiele mögen genügen, um zu zeigen, wie man mit Hilfe der kanonischen 
Form Wendepunktseigenschaften der Unikursalkurven dritter Ordnung ableiten kann. 

7) Sind von den 4 Determinanten m, n, k, 1 mehr als 2 Null, so zerfällt die Cs. 

8) Ist J = und K = 0, ohne dafs auch n = l=0, so ist auch H«0 (nach II). 
Die Kurve stellt alsdann einen Kegelschnitt dar, da at'+bt'+..., At'+Bt* + ..., at'4---* 
einen gemeinsamen in t linearen Faktor enthalten. 

9) Ist He=o, so zeigen die Gleichungen XI a, dafs (25) der Doppelpunkt ist. 
10) Ist J»0, so folgt aus denselben Gleichungen, dafs (36) der Doppelpunkt ist. 
n) Ist K»=0, so ist (13) der Doppelpunkt. 



Die vorstehenden Untersuchungen zeigen zur Genüge, dafs die angewendeten 
Methoden in ihrer vollen Durchführung nicht nur zu den Grundeigenschaften, sondern 
auch zu den durch Spezialisierung sich ergebenden Beziehungen der Unikursalkurven 
dritter Ordnung in einer expliziten Form führen, die für Anwendungen von besonderem 
Wert ist. Die Bearbeitung der entsprechenden Kurven vierter Ordnung nach denselben 
Methoden würde nicht allein gleiche Vorteile bieten, sondern auch wahrscheinlich eine 
beträchtliche Menge neuer Ergebnisse zu Tage fordern, da dieses Gebiet noch nicht so 
eingehend bearbeitet worden ist. 
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